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摘 要： 提出了一种快速求解离散Ｇａｂｏｒ变换分析窗的方法．首先选择一个合适的基函数，同给定的综合窗函
数构造一个可逆的块循环矩阵，然后根据块循环矩阵特点，利用快速离散傅里叶变换求解块循环矩阵的逆，最后采用

基于块时间递归的并行格型结构来求解分析窗．本文证明了此算法获得的窗函数与给定的综合窗满足双正交关系．实
验结果表明，本文算法能快速求解分析窗，相比基于最小范数求解方法，本文提出的算法明显降低了分析窗的计算复

杂度．
关键词： Ｇａｂｏｒ分析窗；块循环矩阵；块时间递归并行格型结构
中图分类号： ＴＮ９１１７２ 文献标识码： Ａ 文章编号： ０３７２２１１２（２０１２）０９１８３９０５
电子学报ＵＲＬ：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｅｊｏｕｒｎａｌ．ｏｒｇ．ｃｎ ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０３７２２１１２．２０１２．０９．０２１

ＤｕａｌＷｉｎｄｏｗＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎＢａｓｅｄｏｎＤｉｓｃｒｅｔｅＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍａｎｄＰａｒａｌｌｅｌ
ＬａｔｔｉｃｅＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓｏｆＢｌｏｃｋＴｉｍｅＲｅｃｕｒｓｉｖｅｉｎＤｉｓｃｒｅｔｅＧａｂｏｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ

ＺＨＯＵＪｉａｎ１，２，ＷＡＮＧＨｕａｂｉｎ１，ＴＡＯＬｉａｎｇ１，ＺＨＡＯＬｉ２
（１ＫｅｙＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔＣｏｍｐｕｔｉｎｇ＆ＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，ＭｉｎｉｓｔｒｙｏｆＥｄｕｃａｔｉｏｎ，ＡｎｈｕｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｈｅｆｅｉ，Ａｎｈｕｉ２３００３１，Ｃｈｉｎａ；
２ＫｅｙＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＵｎｄｅｒｗａｔｅｒＡｃｏｕｓｔｉｃＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇｏｆＭｉｎｉｓｔｒｙｏｆＥｄｕｃａｔｉｏｎ，ＳｏｕｔｈｅａｓｔＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｎａｎｊｉｎｇ，Ｊｉａｎｇｓｕ２１００９６，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： ＷｅｐｒｅｓｅｎｔａｇｅｎｅｒａｌａｐｐｒｏａｃｈｔｏｃｏｍｐｕｔｅｔｈｅａｎａｌｙｓｉｓｗｉｎｄｏｗｆｏｒａｇｉｖｅｎｓｙｎｔｈｅｓｉｓｗｉｎｄｏｗｉｎｄｉｓｃｒｅｔｅＧａｂｏｒ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍ．Ａｎａｕｘｉｌｉａｒｙｗｉｎｄｏｗｉｓｃａｒｅｆｕｌｌｙｓｅｌｅｃｔｅｄａｎｄｃｏｍｂｉｎｅｄｗｉｔｈｓｙｎｔｈｅｓｉｓｗｉｎｄｏｗｔｏｃｏｎｓｔｒｕｃｔａｎｏｎｓｉｎｇｕｌａｒｂｌｏｃｋｃｉｒｃｕｌａｎｔ
ｍａｔｒｉｘ．ＷｅｔｈｅｎｕｓｅｆａｓｔｄｉｓｃｒｅｔｅＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍｔｏｃｏｍｐｕｔｅｔｈｅｉｎｖｅｒｓｅｏｆｔｈｅｂｌｏｃｋｃｉｒｃｕｌａｎｔｍａｔｒｉｘ．Ｓｉｎｃｅｔｈｅｉｎｖｅｒｓｅｏｆｔｈｅｍａ
ｔｒｉｘａｌｓｏｈａｓｂｌｏｃｋｃｉｒｃｕｌａｎｔｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ，ａｐａｒａｌｌｅｌｌａｔｔｉｃｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｏｆｂｌｏｃｋｔｉｍｅｒｅｃｕｒｓｉｖｅａｒｅｔｈｅｒｅａｆｔｅｒｄｅｒｉｖｅｄｔｏｃｏｍｐｕｔｅｔｈｅ
ａｎａｌｙｓｉｓｗｉｎｄｏｗｂｙｅｘｐｌｏｉｔｉｎｇｔｈｅｂｌｏｃｋｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｔｈｅｍａｔｒｉｃｅｓ．Ｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｎｏｒｍｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏ
ｒｉｔｈｍｄｅｃｒｅａｓｅｓｍｏｒｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｓｔ．Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｍｅｔｈｏｄｉｓｖｅｒｙｅｆｆｅｃｔｉｖｅｔｏｇｅｔａｇｅｎｅｒａｌａｎａｌｙｓｉｓ
ｗｉｎｄｏｗ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： Ｇａｂｏｒａｎａｌｙｓｉｓｗｉｎｄｏｗ；ｂｌｏｃｋｃｉｒｃｕｌａｎｔｍａｔｒｉｘ；ｐａｒａｌｌｅｌｌａｔｔｉｃｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｏｆｂｌｏｃｋｔｉｍｅｒｅｃｕｒｓｉｖｅ

１ 引言

离散Ｇａｂｏｒ时频分析［１］通过对窗函数进行时移和
频移产生一系列 Ｇａｂｏｒ基函数 ｇｍ，ｎ（ｋ）＝ｇ（ｋ－ｍａ）·

ｅｘｐ（ｊｎｂｋ／Ｌ），（其中，ｊ 槡＝ －１），并将之用于对信
号进行离散 Ｇａｂｏｒ展开，即将信号表示为 ｘ（ｋ）

＝∑
Ｍ－１

ｍ＝０
∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｃ（ｍ，ｎ）ｇｍ，ｎ（ｋ）．而求解展开系数 ｃ（ｍ，ｎ）

＝∑
Ｍ－１

ｍ＝０
∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｋ）珔γｍ，ｎ（ｋ）的式子被称为离散 Ｇａｂｏｒ变换．

作为一类重要的时频分析方法，离散 Ｇａｂｏｒ时频分析广

泛应用于语音信号处理、纹理划分、图像压缩和模式识

别等领域［２～４］．
在Ｇａｂｏｒ时频分析中，｛ｇｍ，ｎ（ｋ）｝不是正交基，为了

能精确重建出原信号，需要根据 ｇ（ｋ）来求解其分析窗，
使得｛ｇｍ，ｎ（ｋ）｝和｛γｍ，ｎ（ｋ）｝满足双正交关系［５］．在离散
Ｇａｂｏｒ变换中，分析窗在过抽样条件下不唯一［６］，Ｑｉａｎ等
人给出了求解分析窗的最小 ｌ２范数方法［７］，它也是目
前Ｇａｂａｒ时频分析中求解分析窗最普遍的一种方法．然
而，该方法涉及到矩阵逆运算，尤其是处理长序列时，计

算量相当可观．文献［８］提出了一种在框架理论下求解
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给定综合窗的一般分析窗的方法，该方法假设 ｇｍ，ｎ（ｋ）
能形成框架，其对应 Ｇａｂｏｒ框架矩阵为 Ｇ，通过仔细选
择另外一个Ｇａｂｏｒ框架矩阵 Ｐ，使得 ＰＧＨ的逆存在．由
于类框架算子 Ｓｇ，ｐ＝ＰＧＨ的对应矩阵具有块循环结
构，可以利用离散傅里叶变换对其进行求逆，从而得到

一般对偶窗γ＝（ＰＧＨ）－１ｐ．该算法的特殊之处是将矩
阵求逆运算转化为若干个小矩阵求逆，并且小矩阵的

求逆运算可以通过傅里叶变换进行，从而大大减少了

求逆运算时间．但是，该方法限制在框架理论下，对于
非框架情况，并没有做深入探讨．

本文提出了一种快速求解分析窗的更一般的方

法．该方法首先采用类似文献［８］的思想，通过快速离
散傅里叶变换来求解大矩阵的逆，再根据求得的逆矩

阵仍是块循环矩阵这一特性，提出采用基于块时间递

归的并行格型结构来快速求解分析窗．本方法有两个
特点，一是给出了分析窗的更一般表示方法，该表示方

法对于构成块循环矩阵的两个原子信号集不做框架限

定，即原子信号集可以不是框架，故块循环矩阵的构造

更加灵活；二是在根据块循环矩阵的逆求解分析窗时，

采用了基于块时间递归的并行格型结构，算法复杂度

为 Ｏ（Ｌ＋Ｍａ３＋２Ｌａ＋２Ｌａｌｏｇ（Ｌａ）），尤其在整数抽样条
件下，计算复杂度为 Ｏ（Ｌ＋ａｂ＋２Ｌａ＋２ａｂｌｏｇ（ａｂ））
（ａ，ｂ为时移和频移参数，Ｌ为信号长度）．

２ 背景知识

为了表述方便，下面给出一些本文要使用的记号

和概念．
设 Ｎ，Ｌ∈Ｚ，长度为 Ｌ的信号ｘ＝（ｘｋ）Ｌ－１０ ∈ＣＬ被

拓展成周期为Ｌ的序列，即 ｘ（ｋ＋ｎＬ）＝ｘ（ｋ），ｋ＝０，１，
２，．．．Ｌ－１，ｎ∈Ｚ．定义两个信号 ｘ，ｙ∈ＣＬ的内积＜ｘ，
ｙ＞＝ｙＨｘ，Ｈ是矩阵共轭操作符．
定义１ 给定信号 ｇ∈ＣＬ以及两个参数ａ，ｂ∈Ｚ

满足 ａ｜Ｌ，ｂ｜Ｌ且ａｂ≤Ｌ，令 Ｍ＝Ｌ／ａ，Ｎ＝Ｌ／ｂ，ｍ＝０，
１，…，Ｍ－１，ｎ＝０，１，…，Ｎ－１．定义
｛ｇｍ，ｎ｜ｇｍ，ｎ（ｋ）＝ｇ（ｋ－ｍａ）ｅｊ（２πｎｂｋ／Ｌ），ｋ＝０，…，Ｌ－１｝

（１）
为信号 ｇ在给定参数ａ，ｂ下生成的信号序列．

定义２ 给定 ＣＬ空间的两个序列｛ｇｍ，ｎ｝，｛γｍ，ｎ｝，
对任意的 ｆ∈ＣＬ，若下式成立

ｆ＝∑
ｍ，ｎ∈Ｚ

＜ｆ，ｇｍ，ｎ＞γｍ，ｎ＝∑
ｍ，ｎ∈Ｚ

＜ｆ，γｍ，ｎ＞ｇｍ，ｎ （２）

则称｛γｍ，ｎ｝是序列｛ｇｍ，ｎ｝的对偶序列，γ（ｋ）称为函数的
分析窗函数，亦即综合窗 ｇ（ｋ）对应的对偶窗函数．

３ 分析窗快速求解算法

３１ 算法理论推导

设 ｇ１，ｇ２∈ＣＬ，｛ｇ１ｍ，ｎ｝和｛ｇ２ｍ，ｎ｝分别是 ｇ１，ｇ２在时
移和频移参数 ａ，ｂ∈Ｚ下生成的函数序列，Ｍ＝Ｌ／ａ，Ｎ
＝Ｌ／ｂ．Ｇ１（ｇ１，ａ，ｂ）和 Ｇ２（ｇ２，ａ，ｂ）分别是 ｇ１，ｇ２对应
的阶为 Ｌ×ＭＮ矩阵，即
Ｇ１（ｇ１，ａ，ｂ）＝［ｇ１０，０，ｇ１０，１，…，ｇ１０，Ｎ－１，…，ｇ１Ｍ－１，０，ｇ１Ｍ－１，１，

…，ｇ１Ｍ－１，Ｎ－１］
Ｔ

Ｇ２（ｇ２，ａ，ｂ）＝［ｇ２０，０，ｇ２０，１，…，ｇ２０，Ｎ－１，…，ｇ２Ｍ－１，０，ｇ２Ｍ－１，１，

…，ｇ２Ｍ－１，Ｎ－１］
Ｔ

容易推导出矩阵乘积

Ｇ＝Ｇ２（ｇ２，ａ，ｂ）ＧＨ１（ｇ１，ａ，ｂ）的第 ｋ行第ｌ列元素值
为

Ｇ［ｋ，ｌ］＝

Ｎ∑
Ｍ－１

ｍ＝０
ｇ２（ｋ－ｍａ）ｇ１（ｌ－ｍａ）， Ｎ ｜ｋ－ｌ｜

０，
{

ｅｌｓｅ
（３）

根据式（３）可知，矩阵 Ｇ具有带状块循环矩阵结构，即
可以将矩阵 Ｇ写成如下形式

Ｇ＝Ｃｉｒ（Ａ０，Ａ１，…，ＡＭ－１）

＝

Ａ０ Ａ１ … ＡＭ－１
ＡＭ－１ Ａ０ … ＡＭ－２
   

Ａ１ Ａ２ … Ａ











０

（４）

其中 Ａｉ是ａ×ａ阶矩阵．
定义块循环矩阵的离散傅里叶变换［９］

ＦＦＴ（Ｇ）＝Ｃｉｒ（

)

Ａ０，

)

Ａ１，…，
)

ＡＭ－１） （５）
其中

)

Ａｒ＝∑
Ｍ－１

ｉ＝０
Ａｉｅ（－ｊ２πｒｉ／Ｍ），ｒ＝０，１，…，Ｍ－１ （６）

定理１ 块循环矩阵 Ｇ＝Ｃｉｒ（Ａ０，Ａ１，…，ＡＭ－１）可

逆当且仅当其傅里叶变换系数矩阵

)

Ａｉ可逆．此时

Ｇ－１＝Ｃｉｒ（Ｂ０，Ｂ１，…，ＢＭ－１） （７）
其中

Ｂｒ＝
１
Ｍ∑

Ｍ－１

ｉ＝０

)

Ａ－１ｉｅ（ｊ２πｒｉ／Ｍ），ｒ＝０，１，…，Ｍ－１ （８）

由定理 １知，当且仅当

)

Ａｉ可逆时，块循环矩阵的逆存
在．

定理２ 设｛ｇ１ｍ，ｎ｝和｛ｇ２ｍ，ｎ｝分别是由 ｇ１，ｇ２∈Ｃ
Ｌ

在给定参数ａ，ｂ∈Ｚ下产生的函数序列，如果 Ｇ２（ｇ２，
ａ，ｂ）ＧＨ１（ｇ１，ａ，ｂ）可逆，则综合窗 ｇ对应的分析窗γ可
以通过下式计算

γ＝（Ｇ２（ｇ２，ａ，ｂ）ＧＨ１（ｇ１，ａ，ｂ））－１ｇ２ （９）
要证明定理 ２成立，只要证明式（９）能使式（２）成

立，即只要证明
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ｆ＝∑
ｍ，ｎ∈Ｚ

＜ｆ，ｇ１ｍ，ｎ＞γｍ，ｎ＝∑
ｍ，ｎ∈Ｚ

＜ｆ，γｍ，ｎ＞ｇ１ｍ，ｎ （１０）

因为γ＝（Ｇ２（ｇ２，ａ，ｂ）ＧＨ１（ｇ１，ａ，ｂ））－１ｇ２，则γｍ，ｎ（ｋ）
＝（Ｇ２（ｇ２，ａ，ｂ）ＧＨ１（ｇ１，ａ，ｂ））－１ｇ２ｍ，ｎ（ｋ）
所以有

Ｇ３（γ，ａ，ｂ）＝（Ｇ２（ｇ２，ａ，ｂ）ＧＨ１（ｇ１，ａ，ｂ））－１·
Ｇ２（ｇ２，ａ，ｂ） （１１）

又由于

∑
ｍ，ｎ∈Ｚ

＜ｆ，ｇ１ｍ，ｎ＞γｍ，ｎ＝Ｇ３（γ，ａ，ｂ）Ｇ
Ｈ
１（ｇ１，ａ，ｂ）ｆ

将式（１１）代入式（１０）有

∑
ｍ，ｎ∈Ｚ

＜ｆ，ｇｍ，ｎ＞γｍ，ｎ＝Ｇ３（γ，ａ，ｂ）ＧＨ１（ｇ１，ａ，ｂ）ｆ

＝Ｇ３（ｇ２，ａ，ｂ）ＧＨ１（ｇ１，ａ，ｂ）－１

×Ｇ２（ｇ２，ａ，ｂ）ＧＨ１（ｇ１，ａ，ｂ）ｆ
＝ｆ （１２）

γ０

γ１



γＭ











－１

＝

Ｂ０ Ｂ１ … ＢＭ－１
ＢＭ－１ Ｂ０ … ＢＭ－２
   

Ｂ１ Ｂ２ … Ｂ











０

ｇ２０
ｇ２１


ｇ２Ｍ













－１

同理可证 ∑
ｍ，ｎ∈Ｚ

＜ｆ，γｍ，ｎ＞ｇ１ｍ，ｎ＝ｆ．

根据定理２不难发现，Ｇ的逆仍然是带状块循环
矩阵，一旦求出了 Ｇ－１，则可以采用基于块时间递归的
并行格型结构实现分析窗基本函数的快速计算．
令 ｇ２＝［ｇ２０，ｇ２１，…，ｇ２Ｍ－１］

Ｔ．其中

ｇ２ｉ＝［ｇ２（ｉａ＋０），ｇ２（ｉａ＋１），…，ｇ２（ｉａ＋ａ－１）］
Ｔ，ｉ＝

０，…，Ｍ－１．
同理，将γ也划分成相同的段，使得γ＝［γ０，γ１，…，

γＭ－１］
Ｔ．

根据式（９）有

γ０

γ１



γＭ











－１

＝

Ｂ０ Ｂ１ … ＢＭ－１
ＢＭ－１ Ｂ０ … ＢＭ－２
   

Ｂ１ Ｂ２ … Ｂ











０

ｇ２０
ｇ２１


ｇ２Ｍ













－１

（１３）

式（１３）又可写成
γ０＝Ｂ０ｇ２０＋Ｂ１ｇ２１＋…＋ＢＭ－１ｇ２Ｍ－１
γ１＝ＢＭ－１ｇ２０＋Ｂ０ｇ２１＋…＋ＢＭ－２ｇ２Ｍ－１


γＭ－１＝Ｂ１ｇ２０＋Ｂ２ｇ２１＋…＋Ｂ０ｇ２Ｍ－１

（１４）

设输入信号 ｇ２在输入延迟线上每串行输入 ａ个
数据为一块，对应所需的时间为一个块时间，输入延迟

线的总长度为 Ｍ＋１块，如图１所示．
于是由式（１４），定义块时间时刻分析窗函数为

γ０（ｔ）＝Ｂ０ｇ２（ｔ）＋Ｂ１ｇ２（ｔ＋１）＋…＋ＢＭ－１ｇ２（ｔ＋Ｍ－１）

γ１（ｔ）＝ＢＭ－１ｇ２（ｔ）＋Ｂ０ｇ２（ｔ＋１）＋…＋ＢＭ－２ｇ２（ｔ＋Ｍ－１）


γＭ－１（ｔ）＝Ｂ１ｇ２（ｔ）＋Ｂ２ｇ２（ｔ＋１）＋…＋Ｂ０ｇ２（ｔ＋Ｍ－１）
（１５）

而在块时间 ｔ＋１时刻的分析窗函数可采用下列块
时间递归形式

γ０（ｔ＋１）＝γ１（ｔ）＋ＢＭ－１［ｇ２（ｔ＋Ｍ）－ｇ２（ｔ）］

γ１（ｔ＋１）＝γ２（ｔ）＋ＢＭ－２［ｇ２（ｔ＋Ｍ）－ｇ２（ｔ）］


γＭ－２（ｔ＋１）＝γＭ－１（ｔ）＋Ｂ１［ｇ２（ｔ＋Ｍ）－ｇ２（ｔ）］

γＭ－１（ｔ＋１）＝γ０（ｔ）＋Ｂ０［ｇ２（ｔ＋Ｍ）－ｇ２（ｔ）］ （１６）
在递归开始之前，先将延迟线所有单元清零，并将

所有的γｉ（ｉ＝０，１，…，Ｍ－１）置零．不难证明，若设序列
ｇ２的第一块数据在块时间 ｔ＝０时刻串行进入延迟线，
当 ｇ２全部串行进入延迟线时刻（ｔ＝Ｍ－１），式（１６）经
过了 Ｍ次递归，此时的输出即为分析窗函数．而在块时
间 ｔ＝Ｍ之后，由于串行输入序列 ｇ２的周期性，式（１６）
中 ｇ２（ｔ＋Ｍ）＝ｇ２（ｔ），递归过程进入稳定阶段．
３２ 计算复杂度分析

在算法复杂度方面，本文提出的分析窗求解方法

运用了傅里叶变换和并行格型结构，算法只需 １次 Ｌａ
点的傅里叶变换，Ｍ个ａ×ａ阶矩阵的求逆，１次 Ｌａ点
的傅里叶逆变换，每个并行格型结构只需 ａ２次复数乘
和 ａ２次复数加，算法复杂度为 Ｏ（Ｌ＋Ｍａ３＋２Ｌａ＋
２Ｌａｌｏｇ（Ｌａ））．尤其是当 Ｎ｜ａ时即整数倍过抽样条件
下，能大大加快求解速度，此时的算法只需１次 ａｂ点的
傅里叶变换，ａｂ次求倒，ａｂ次逆傅里叶变换，每个并行
格型结构只需 ａ２次复数乘和 ａ２次复数加，所以算法复
杂度为 Ｏ（Ｌ＋ａｂ＋２Ｌａ＋２ａｂｌｏｇ（ａｂ））．而基于最小范
数分析窗求解算法的时间复杂度为 Ｏ（（ａｂ）２Ｌ＋ａｂＬ２＋
Ｌ３），由此可见，本文算法复杂度明显降低．

４ 计算机仿真

实验中，我们首先计算高斯综合窗在临界抽样和
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过抽样条件下对应的分析窗，然后计算双边指数窗在

临界条件下和过抽样条件下对应的分析窗．为了进行
比较，我们还计算这两种窗所对应的最优分析窗，亦即

基于最小范数计算的分析窗．
实验中高斯综合窗函数为 ｇ１（ｋ）＝（２０５／３２）０５·

ｅ－π（（ｋ－１２７５）／３２）
２

，长度为２５６点．在临界抽样条件时，取 ａ
＝１６，ｂ＝１６，在过抽样条件时，取 ａ＝１６，ｂ＝８，此时，过
抽样率为２．采用本文算法进行分析窗计算，还需要一
个辅助函数 ｇ２（ｋ），为了研究分析窗计算结果是否依赖
ｇ２（ｋ），我们分别用高斯窗和双边指数窗来构造 ｇ２（ｋ），
对应 的 窗 函 数 分 别 取 ｇ２（ｋ）＝（２０５／１２８）０５·

ｅ－π（（ｋ－１２７５）／１２８）
２

和 ｇ２（ｋ）＝ｅ－０５｜ｋ－１２７５｜，长度均为 ２５６
点．由高斯综合窗与辅助窗生成的函数序列构成的 Ｇ
＝Ｇ２（ｇ２，ａ，ｂ）ＧＨ１（ｇ１，ａ，ｂ）均可逆，现证明如下：
在整数抽样下，ａｂ｜Ｌ，又因 Ｎ＝Ｌ／ｂ，所以 ａ｜Ｎ．设

Ｇ＝Ｇ２（ｇ２，ａ，ｂ）ＧＨ１（ｇ１，ａ，ｂ）＝Ｃｉｒ（Ａ０，Ａ１，…，ＡＭ－１），
根据式（３）可知，Ａｉ（Ｎ／ａ），ｉ＝０，１，…，ｂ－１是对角矩阵，
且其主对角元素不为０．对式（６）进行展开有

)

Ａｒ＝∑
Ｍ－１

ｓ＝０
Ａｓｅ－ｊ（２πｒｓ／Ｍ）

＝Ａ０＋ＡＮ／ａｅ－ｊ（２π／ｒ）ｂ＋…＋Ａ（ｂ－１）（Ｎ／ａ）ｅ－ｊ（２π／ｒ）（ｂ－１）ｂ

＝∑
ｂ－１

ｉ＝０
Ａｉ（Ｎ／ａ）ｅ－ｊ（２π／ｒ）ｉｂ （１７）

则

)

Ａｒ的主对角元素为

（

)

Ａｒ）ｋｋ＝（∑
ｂ－１

ｉ＝０
Ａｉ（Ｎ／ａ）ｅ－ｊ（２πｒｉ／ｂ））ｋｋ

＝∑
ｂ－１

ｉ＝０
（Ａｉ（Ｎ／ａ））ｋｋｅ－ｊ（２πｒｉ／ｂ）

＝∑
ｂ－１

ｉ＝０
Ｇ［ｋ，ｋ＋ｉＮａａ］ｅ

－ｊ（２πｒｉ／ｂ）

＝∑
ｂ－１

ｉ＝０
Ｎ∑

Ｍ－１

ｍ＝０
γ（ｋ－ｍａ）ｇ（ｋ＋ｉＮ－ｍａ）ｅ－ｊ（２πｒｉ／ｂ）

＝Ｎ∑
Ｍ－１

ｍ＝０
γ（ｋ－ｍａ）∑

ｂ－１

ｉ＝０
ｇ（ｋ＋ｉＮ－ｍａ）ｅ－ｊ（２πｒｉ／ｂ） （１８）

由式（１８）可知，（

)

Ａｒ）ｋｋ是Ｎ个时移的ｇ（ｋ）函数的
傅里叶变换的加权和．权值由γ（ｋ）函数确定．当 ｇ（ｋ）
和γ（ｋ）取双边指数或高斯函数时，式（１８）均不为０．

实验中另一个综合窗取双边指数窗 ｇ２（ｋ）＝

ｅ－０２｜ｋ－１２７５｜
２

，长度为２５６点．在临界抽样条件时，取 ａ＝
１６，ｂ＝１６，在过抽样条件时，取 ａ＝１６，ｂ＝８，此时，过抽
样率为 ２．同样，为了研究分析窗计算结果是否依赖
ｇ２（ｋ），分别用高斯窗和双边指数窗构造 ｇ２（ｋ），对应的

窗函数分别取 ｇ２（ｋ）＝（２０５／１２８）０５ｅ－π（（ｋ－１２７５）／１２８）
２

和

ｇ２（ｋ）＝ｅ－０５｜ｋ－１２７５｜
２

，窗长同综合窗长．
图２和图３分别显示了归一化高斯综合窗在临界

抽样和过抽样时对应的分析窗．

图４和图５分别显示了双边指数综合窗在临界抽
样和过抽样时其对应的分析窗．

从实验结果可以看出，在临界抽样条件下，本文算
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法得到的分析窗和最优分析窗相同；而在过抽样条件

下，本文算法得到的分析窗与最优分析窗并不相同．这
是因为在临界抽样条件下，给定综合窗的分析窗是唯

一的；而在过抽样条件下，同综合窗构成双正交关系的

分析窗并不唯一，而本文算法则恰恰得到了一个与最

优分析窗不同的对偶分析窗．从实验结果还可以看出，
在临界抽样条件下，不论辅助函数序列 ｇ２（ｋ）取双边指
数窗还是高斯窗，其得到的分析窗为最优分析窗．而在
过抽样条件下，采用不同 ｇ２（ｋ）作为辅助函数，计算得
到的分析窗不一样，但是，这些不同的分析窗都与给定

综合窗形成双正交关系，从而进一步证实在过抽样率

下给定的综合窗存在不同的对偶分析窗．

５ 结论

在 Ｇａｂｏｒ时频分析中，求解给定综合窗所对应的分
析窗是一个重要步骤．基于最小范数解的最优分析窗
计算需要对一个 ａｂ×Ｌ阶的矩阵求逆，当处理长序列
时，运算量很大．本文提出了一种求解给定综合窗对应
的分析窗的快速算法，该算法首先根据时移和频移参

数构造一个辅助的函数序列，同综合窗产生的序列一

起构造一个块循环矩阵，利用快速离散傅里叶变换求

解其逆，并通过基于块时间递归的并行格型结构求解

分析窗．实验结果表明，该算法能以较小的时间复杂度
或获得综合窗对应的一般性分析窗．
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